Formulario de cálculo multivariable 
Análisis vectorial 
Producto punto de vectores (A * B) 
Sea los vectores A (x1, y 1, Z1) y B (x2, y2, Z2) 
El producto punto da como resultado un escalar. 
(4 + B) = (x1 * X2 + Y1 * Y2 +21 * Z2) 
Producto cruz de vectores (A x B) 
Sea los vectores A (x1, y1, z1) y B (X2, y2, Z2) 


El producto cruz da como resultado un vector a 90°. 


i j k 
(4 X B) = X1 Yı Z1 
X2 Y2 Z2 


i, j y k= Posiciones en el espacio. 


Vector que une a 2 puntos (AB) 
Sea los vectores A (x1, y1, z1) y B (X2, y2, Z2) 
(AB) = (x2 — X1, Y2 — Yr Z2 — 21) 
Vector unitario en el espacio 
Sea el vector A (x, y, Z). 
El vector unitario se obtiene por medio de la siguiente 


expresión: 


V= 


al] = yx? + y? + z? (Módulo o norma de un vector). 
Sistema de coordenadas cilíndricas y esféricas. 
“Cilíndricas (r, 0, z)” 


x =rcos(0) 
y = rsin(0) 


Z =Z. 


“Esféricas (p, $, 0)” 


x = p sin(ġ) cos(0) 
y = psin(p) sin(0) 
z = pcos (ġ) 


Ecuación vectorial de una recta. 


Sea una recta denominada L que pasa por el 
punto Lo(xo, yo, Zo) y es paralela al vector Q(x1, 
yı, Z1). Se define por medio de la siguiente 
expresión: 


L(6) = Lo +t0 


Donde t es un parámetro que puede tomar todos 
los valores reales en el plano o en el espacio 
(+0 < t < œ+). Las expresiones paramétricas 


para las posiciones de los vectores Ly y Q son: 


x = Xo + xt 


Y = Yo + yal 
Z = Zo + Zıt 


Ecuación paramétrica que pasa por 2 puntos 


Sea una recta denominada L que pasa por 2 
puntos P(xo, yo, Zo) y Q(X1, y 1, Z1), las funciones 
paramétricas esta dadas de la siguiente manera: 


x= Xo + (x2 — xı )t 


Y = Yo + W2 — yı )t 
Z = Zo + (Z2 — Z1 )t 


El punto (x, y, z), es un punto genérico de la 
recta L. 


Ecuación de un plano en el espacio. 


Sea una expresión denominada P, que pertenece 
a R?, pasando por el punto (xo, yo, Zo) y se tiene 
N= Ai + Bj + Ck, definido como el vector 
normal, la expresión está dada de la siguiente 
manera: 


A(x — xo) +B(y— Yo) + Clz— Zo) =0 


Realizando las operaciones correspondientes, y 
considerando, D = —ĄAxo — BYo — CZoọ, se tiene lo 
siguiente: 


Ax+By+Cz+D=0 


Derivadas sucesivas de varias variables 


F 
de * 
o F 
x —— = 
dx dy > 
o oF 
— x — = 
dy 0x 
0%F 9 0F 


Derivadas de varias variables (regla de la cadena) 
Caso de estudio 1 


Sea una función h (t) derivable cuyos valores se encuentran 
en el espacio (R? > R), donde h (t) = f (x (©, y (0), z (0), 
siendo estos puntos derivables con respecto a t, su 
representación matemática es: 


dh 0f 0x 0f 0y 0f ðz 

— =—x — + — x — + — * — 

dt ðx ôt 0y ðt ðz ðt 
Caso de estudio 2 


Sea una función f y g cuyas funciones son derivables 
evaluadas en valores presentes en el espacio (R? > R). 
Definimos g(x, y, z)= (u(x, y, Z) v(x, y, Z) w(x, y, Z)), y a f 
compuesta por g (f o g), dicha operación compuesta se 
denomina como h (x, y, z)= f ((U(X, y, Z) V(X, y, Z) W(X, y, 
z)). Matemáticamente la función h está definida de la 
siguiente forma: 


du du du 
Ox 0y 0z 
ðh ðh ðh ðf of 0f]|0v dv ðv 
He ~ Hoa 0x 0y ðz 
ðw ôw dw 
ðx ðy ðz 


Plano tangente 


Sea una función f diferenciable en (xo, Yo), 
donde estos valores se encuentran en el plano 
R? > R, dado un conjunto de datos en R°. Su 
definición matemática es: 


af (xo, Yo) 
Ox 


(x—xp) + DE 


Z = f (Xo Yo) + Q- Yo) 


Gradiente y operador Nabla 


El operador nabla es un operador de doble vida, 
siendo este un operador diferencial y a su vez se 
comporta como un vector, dicho operador se 
define por el siguiente símbolo (V). Su 
definición matemática es: 


De forma general 


Plano tangente a curvas de nivel 


Sea una superficie S formada por una función 
f (x, y, Zz), de tal forma que f (x, y, z)=k, siendo 
k una constante. El plano tangente en el punto 
(Xo Yo» Zo) está definido por medio de la 
siguiente expresión matemática: 


Vf (Xo, Yo Zo) * (X — Xo Y — Yo, Z — Zo) = 0 


Siempre y cuando Vf (xo, Yo, Zo) +0 
Derivada direccional 


Sea una función f (x, y, z) diferenciable en un punto 
P(xo, Yo, Zo). La función f tiene una derivada direccional en 
el punto P en la dirección del vector unitario U = uy i + 
u>2j + uzk, siendo su definición matemática la siguiente: 


f(P + hi) - f (P) 
h 


Duf (P) = lim 
La derivada direccional se calcula de la siguiente forma: 
Duf (P) = u + Vf (P) 
El valor máximo se obtiene de la siguiente forma: 
|IVfCP)I| 


Divergencia 


Por definición es la transformación de un campo vectorial en 
un escalar en un punto F(xọo, Yo, Zo), generalmente aplicable 
a campos vectoriales en mecánica de fluidos en el espacio 
R” > R. Matemáticamente se define de la siguiente manera: 


Div(F) =VxF 


Criterios de la divergencia: 


Laplaciano 


Definido como la divergencia del gradiente que 
actúa sobre una función f en el punto (Xp, Yo, Zo). 
Definido de forma matemática como: 


orar ar 


VE ENTE a dy? dz? 


Máximos y mínimos (“Criterios de la segunda 
derivada”). 


Sea una función derivable 2 veces o con segunda 
derivada parcial continua en el punto (Xp, Yo), de 
tal forma de VF(xo, Yo) = 0. Se puede definir si 
el punto (xo, Yo) es un mínimo, un máximo, un 
punto silla o un punto inconcluso por medio de 
los siguientes criterios: 


1. Si fix >0yD>0; 

Se tiene un mínimo local en (xo, Yo). 
2. Sifax <0yD>0; 

Se tiene un máximo local en (xo, Yo). 
3. SiD<0; 

Se tiene un punto silla en (xo, yo). 
4. SiD=0; 


Se tiene un punto inconcluso en (Xo, Yo), 
en este caso se requiere de otra forma de 
determinar el comportamiento de dicho 


V*F>0 Elcampo de flujo tiene fuentes 
V*F=0 Se denomina fluido incompresible 
V*F<0O Elcampo de flujo tiene sumideros 


Rotacional 


Por definición, es el operador vectorial sobre campos 
vectoriales en el espacio R” > R que muestra la tendencia 
de un campo vectorial a inducir a la rotación alrededor de un 
punto. Matemáticamente se define como: 


Rot(F) =VxF 
i j k 
0 0 0 
Rot(F) = 3x dy Dz 
A h A 


punto. 


D = fex * fyy — Ua) E E A 


Siendo D, un parámetro de determinación de 
puntos críticos locales (discriminante). 


Máximos y mínimos (“Matriz Hessiana”). 


Sea una función Z = f (Xo, Yo, Zo, Uo), que tiene 
un punto crítico en P(xo, Yo, Zo, Uo), donde la 
segunda derivada parcial sea continua en el punto 
P, y sea H(Xo, Yo, Zo, Up), definido como la 
matriz Hessiana, la obtención del punto crítico se 
puede obtener siguiendo los dos casos de estudio 
que se muestran a continuación: 


Caso de estudio 1 (2 variables): 


8? f 0?f 

dx2 0x0 
H (xo, Yo) = 0?f ser 

ðyðx dy? 


Criterios: 


1. Si H(Xo, Yo) Y fxx > O, se tiene un punto crítico mínimo. 
Si H(xo, Yo) > 0 y fxx < 0, se tiene un punto crítico 
máximo. 

3. Si H(Xo, Yo) < 0 y fxx se desconoce, se tiene un punto 
silla. 

4. Si H(Xo, Yo) = O y fxx se desconoce, es un punto 
inconcluso, en este caso el punto a obtener se determina 
por otro método. 


Caso de estudio 2 (3 o más variables). 


f Pf f f 
ðx? ðxðy ðxðz ðxðu 
Pf Pf Pf Pf 
ðyðx 0y? ðyðz 0dydu 
f f f f 

ðzðx 0Z0y əðz2? ðzðu 
Pf af Pf f 


ðuðx ððuðy dudz ðu? 


H (xo, Yo» Zo» Uo) = 


Para este caso se deben obtener determinantes n de la 
siguiente forma: 


fex Fxy Fxz 
A1= [fex]; Az = a ell Az= fyx fyy fyz je An 
fy fyy fzx fzy faz 


Criterios: 


1. Si los determinantes dan resultados positivos, la función 
tiene un mínimo en (Xo, Yo, Zo, Uo). 


2. Silos determinantes dan resultados alternados 


(positivos y negativos), empezando con el 
determinante 1 < 0, la función tiene un 
máximo en (xo, Yo, Zo, Uo). 

Si el determinante 1 y 2 dan 0 y los demás no, 
se puede tener un punto silla. 


4. Si todos los determinantes son 0, no hay punto 


concluyente. 
Método de los multiplicadores de LaGrange 


Sea una función f y g en (x,y,z), derivables, y 
que se encuentra sujeta a la condición VH = 0. 
Sujeta a restricción g(x,y,z)= 0. Se obtiene 
una función auxiliar: 


H = f(x,y,z) +4g(%,y,2) 


El parámetro A es independiente al modelo 
matemático anterior. A este parámetro se le 
conoce como multiplicador de LaGrange. 


Integrales múltiples 


Sea f una función positiva evaluada en (x,y) 
sobre una región rectangular R del plano xy. La 
integral doble se interpreta sobre una región R 
como el volumen de una región sólida 
tridimensional en el plano xy. 


Matemáticamente su definición es: 
V = I f(x,y)dA o I f(x, y)dxdy 
R R 


Integrales dobles iteradas (usando cortes en 
planos perpendiculares al eje y). 


df b 
P= | earar || eie 


Integrales dobles iteradas (usando cortes en 
planos perpendiculares al eje x). 


EA roworay ar 


R 


Integrales dobles en coordenadas polares 


V = Jre 0)rdrd0 


V = J| fírcos(0)rsin(9))rdrd0 


Area de una superficie 


A(G) = I UAR + [4] +1dA 
S 


Integrales dobles iteradas en regiones simples 


Si R es una región que se encuentra acotada por arriba y por 
debajo de las curvas y = fz (x); y = fı(x), y a los lados por 
las rectas x1 = a; x3 = b. La integral se defina como: 


b pfa(x) 
| [7 Fæ ydxay 
a f(x) 


Si R se encuentra acotada por arriba y por debajo de las 
curvas x = g2(y);x = g¡(y), y a los lados por las rectas 
yı = 4; y2 = b. La integral se define como: 


| i Í ea 


gı) 


Integrales triples iteradas 


Sea una función de 3 variables sobre una región cerrada D 
del espacio tridimensional. La integral triple es definida de la 
siguiente manera: 


J f(x, y,z)dV o J f(x,y, z)dxdydz 


En todos los casos de integración triple, hay 6 formas de 
resolver la misma: 


d 
Í f(x,y, z)dxdydz 


Cc 


f(x,y, z)dxdzdy 


A A, 


j 
J 


f(x,y, z)\dydxdz 


f(x,y, z)\dydzdx 


f(x,y, z)\dzdxdy 


f(x,y, z)\dzdydx 


== a RSS AR 
A e a E 
A A o A 


Integrales triples en coordenadas polares 


J| f(r,0,z)rdrd0dz 


I f(r?°cos(0)sin(0)z)rdrdðdz 
D 
Integrales triples en coordenadas esféricas 


J| | F04. 0)p”sincp)dpapao 


il) f(p? sin? ($) cos(p)sin(0)cos(0))... 
p ... p?sin(p)dpdpdo 


Integrales triples sobre regiones elementales 


Sea W una región elemental en la cual la variable 
z se mueve entre dos funciones f(x)y f(y), la 
integral triple sobre regiones elementales se 
define de la siguiente forma: 
b RŒ) fly 
f(x,y, z)dzdydx 


a fix) fixy) 
da RO) REY) 


f(x,y, z)dzdxdy 
c fil) fay) 


Integral de línea (curvilínea) 


Sea una función continua f (x, y, Z) que sea integrable sobre 
una curva denominada C, la cual C es considerada una suma 
infinita de curvas vectoriales. 


Se determina una parametrización suave o que esta sea lo más 
sencilla posible de C. 


r(t) = 0(0)i+P(0j+0(0Ok;¡a<t<b 


Se evalúa la integral de la siguiente manera: 


b 
[rey Das = | 100. 0,00) Wo] ee 


Donde: 


ds do? dy ¡day 
ADA 
dt dt dt dt 


Si es una curva cerrada simple: 


MOE 


$ fæ y.z)ds = fa xdr 


Ç 


Integral de una superficie 


pasa 


Si el área de la superficie es cerrada 


P = fasas 
S S 


Teorema de Green en el plano 


Sea C una curva suave por partes, cerrada simple que 
encierra una región R en el plano xy, con 2 funciones 
continuas M y N. Sea F = Mi + Nj un campo vectorial 
donde M y N tienen derivadas parciales continuas en la 
región R. Entonces El teorema de Green en el plano está 
dado por la siguiente expresión: 


FxTd Mdx + Nd TE >) axd 
* = = A 

f s f x y I Dy xdy 
C C R 


Teorema de la divergencia de Gauss 


Sea D una región acotada en el espacio 
tridimensional con una frontera suave que se 
encuentra dividida por partes denominadas $, 
cuya frontera está orientada hacia arriba. Sea 
una función vectorial cuyos puntos P, Q y R 
tienen primeras derivadas parciales continuas en 
D. La divergencia de gauss está definida de la 
siguiente manera: 


F(x,y,z) = P(x,y,z)i + Q(x, y, z)] 


+ R(x, y, z)k 
la = J div(F)dV 


n, es el vector unitario en el espacio orientado 
hacia afuera de la región D. 


Teorema del rotacional de Stokes 


Sea S una superficie orientada suave por partes 
acotada por una curva C cerrada simple suave 
por partes. Sea un campo vectorial para el cual 
P, Q, y R son continuas y tienen primeras 
derivadas parciales continuas en una región 
abierta del espacio tridimensional que contiene 
a S. Si C se recorre en la dirección positiva, 
entonces, el rotacional de Stokes está definido 
de la siguiente manera: 


F(x,y,z) = P(x, y,z)i + Q(x, y, z)j 
+ R(x,y,z)k 


$ F» ar = |f rot F » nas 
c S 


n, es el vector unitario a S, en la dirección y 
orientación de la superficie S. 


Anexo a fórmulas esenciales en cálculo vectorial 


Longitud de arco 


r r dx? sdy? dzy? 
r= fle- | (T) + + 
dt dt dt 
a a 


Vector tangente unitario 


> 


>? 
ll 


Vector normal unitario principal 


dT 
ÑN= LE 
dT 
dt 
Vector binomial 
B=TxN 
Curvatura 
1 Jar [17 x Al 
¡AA NAT 
Torsión 


